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REZIME

Sa hidraulickog stanovista, prostorni raspored vodene
vegetacije u koritima i na obalama vodotoka je slu¢ajan
i nezavisan od karakteristika toka. Vegetacija svojim
prisustvom pruza otpore kretanju vode i utie na tran-
sportne procese i procese mes$anja. Proraun otvorenih
tokova sa promenljivim prostornim rasporedom vege-
tacije zahteva da se prilikom numeri¢kog modeliranja
vodi rauna o konvektivnim ¢lanovima, jer oni pored
zavisno promenljivih sadrze i prostorno promenljivu
poroznost usled prisustva vegetacije u koritu. U ovom
radu se za opis linijskih otvorenih tokova sa
promenljivim rasporedom vegetacije Kkoriste trostruko
osrednjene Navije-Stoksove jedna¢ine (Depth-Integrated
Double-Averaged Navier-Stokes - DIDANS equations).
Prikazan je postupak njihovog numeri¢kog reSavanja
primenom  metode  konanih  zapremina. Za
diskretizaciju jednacina u kojima se konvektivni ¢lan
piSe u razvijenom obliku da bi se uzela u obzir prostorna
promena poroznosti, koristi se racunski postupak
razdvajanja fluksova (flux-difference splitting) i
prilagodena Rouova rac¢unska shema za aproksimaciju
zavisno  promenljivih  na granicama  kontrolne
zapremine. Modifikovan Rouov postupak testiran je na
pojednostavljenom, idealizovanom primeru homogenih
DIDANS jedna¢ina (horizontalno dno i zanemareni
otpori trenja i oblika). Rezultati numerickog modela
uporedeni su sa analitickim reSenjem za ovaj
pojednostavljen slucaj, pri ¢emu je dobijeno odli¢no
slaganje.
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1. UvOD

Korita i obale vodotoka su stanista razli¢itih biljnih vrsta
koje zive u vodi (vodene vegetacije). Neke od njih
iskljuc¢ivo Zive pod vodom (potopljena vegetacija), dok
druge izrastu iznad vode (nepotopljena, tj. delimi¢no
potopljena vegetacija). Prisustvo kolonija vegetacije u
vidu mnostva savitljivih vlati (savitljiva vegetacija) ili
krutih stabljika (nesavitljiva, kruta vegetacija) &ini
sredinu kroz koju voda te¢e poroznom, a strujno polje
prostorno nehomogenim.

Uticaj vegetacije na teCenje sa slobodnom povr§inom
(otpore teCenju, strujnu sliku, liniju nivoa i slobodnu
povrsinu) i fiziCke procese kao $to su procesi mesanja,
transporta zagadenja i nanosa i deformacija re¢nog
korita, ispituju se ve¢ viSe decenija u laboratorijskim
uslovima i u manjem obimu na terenu. Poslednjih 10 do
15 godina znacajno je povecan broj ovih istrazivanja,
§to je, uz istrazivanja uticaja drugih makroorganizama
koji nastanjuju dno i obale, dovelo do razvoja nove,
specijalizovane grane hidraulike, koju je Nikora [13]
nazvao hidrodinamikom vodenih ekosistema.

Medutim, uprkos ¢injenici da je tokom prve decenije 21.
veka metodologija dvostrukog osrednjavanja, koja je
prvobitno razvijena u meteorologiji, prilagodena
potrebama analize heterogenog strujnog polja u
otvorenim tokovima (Nikora i sar. [14 i 15]), relativno
mali broj istrazivanja koristi ovu metodologiju u analizi
i interpretaciji rezultata. To su prvenstveno istrazivaci
potekli iz grupe okupljene oko osnivaca i rukovodioca
laboratorije Hajdi Nepf na TehnoloSkom Institutu u
Masacusecu (MIT) [10, 12, 19, 20 i 24] koji se bave
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fundamentalnim istrazivanjima u ovoj oblasti hidro-
dinamike, istrazivaci iz Finske [1, 4], Nemacke [18], a
nedavno je i grupa istrazivaca iz Holandije ispitivala
uticaj vegetacije na plavnim povrSinama i procese
meSanja koji su posledica razli¢itih brzina strujanja u
glavnom koritu i na plavnim povrsinama [22].

Istrazivanja u oblasti numeri¢kog modeliranja otvorenih
tokova sa vegetacijom su malobrojna i uglavnom se
zasnivaju na koriS¢enju postoje¢ih modela u kojima se
reSavaju Rejnoldsove jednacine ili jednacine za plitke
oblasti strujanja. U ovim jednacinama uticaj vegetacije
obuhvata se ad hoc uvodenjem dodatnog ¢lana kojim se
opisuju otpori oblika [2, 3, 5, 7, 17 i 23].

Ovaj rad predstavlja iskorak u modeliranju otvorenih
tokova sa vegetacijom zato §to se u njemu numericki
reSavaju jednacine koje koje su autori izveli primenom
metodologije dvostrukog osrednjavanja, tj. jednacine
tokom ¢ijeg izvodenju je uzeta u obzir prostorna
heterogenost strujnog polja. Jednacine su izvedene u
okviru nauénog projekta DoubleVeg koji je finansirao
Fond za nauku Republike Srbije. Postupak numeri¢kog
reSavanja zasniva se na metodi konacnih zapremina i to
metodi Godunova. Za racunanje fluksova kroz granice
kontrolne zapremine (KZ) na raspolaganju su razlicite
racunske sheme. U ovom radu primenjena je Rouova
racunska shema zbog toga $to je robustna i zato $to se
vrednosti  zavisno promenljivih na granicama KZ
procenjuju  bez uvodenja dopunskih algoritama,
koris¢enjem jednostavnih izraza, koje je predlozio Rou
[21]. Rouova racunska shema koja je do sada koris¢ena
za reSavanje Sen-Venanovih jednaCina za prostorno
homogena strujanja, prilagodena je reSavanju izvedenih
dvostruko osrednjenih jednadina integrisanih po dubini
toka (DIDANS jednacina). Shema je testirana na
primeru homogenih jednacina za ustaljeno strujanje i za
razliCite rasporede vegetacije duz toka, jer u ovom
slucaju DIDANS jednacine imaju analiticko resenje.

Poseban numericki problem o kojem treba voditi ra¢una
kada vegetacija ne ispunjava ravnomerno oblast
strujanja je nagla promena poroznosti na prelazu izmedu
slobodnog toka i toka kroz vegetaciju. To zahteva da se
konvektivni ¢lan, koji u sebi sadrzi poroznost, napise u
razvijenom obliku i da se dodatni ¢lan, koji opisuje
prostornu promenu poroznosti, diskretizuje primenom
racunske sheme pogodne za proratune naglo
promenljivih tokova. Re¢ je o specificnom problemu u
kojem se menja jedna od fizi¢kih karakteristika oblasti
strujanja. Slican matematicki problem razmatrali su

Ubar i Navaro [8] na primeru kanala koji se
naizmeni¢no S§iri i suzava, tj. kanala ¢ija je Sirina
funkcija prostorne koordinate (b = b(x)).

Nakon ovog Uvoda u radu su prikazane novoizvedene
jednac¢ine matematickog modela za opisivanje linijskog
teCenja u tokovima sa vegetacijom — DIDANS
jednacine. U treCem delu daje se detaljan opis
numerickog postupka za reSavanje ovih jednacina. U
Cetvrtom delu se prikazuju rezultati testiranja
prilagodenog Rouovog postupka u uslovima mirnog i
burnog tecenja kroz vegetaciju koja u jednom slucaju
ispunjava uzvodni, a u drugom, nizvodni deo kanala sa
horizontalnim dnom. Rezultati se porede sa
odgovaraju¢im analitickim reSenjima za ova Cetiri
slucaja. Na kraju se iznose zakljucci u vezi sa primen-
ljivos¢u prilagodenog Rouovog postupka za modeliranje
linijskih otvorenih tokova sa promenljivim rasporedom
vegetacije.

2. MATEMATICKI MODEL

Linijsko teCenje sa slobodnom povr$inom u koritu sa
promenljivim rasporedom vegetacije po duZini kanala
opisuje se dvostruko osrednjenim Navije-Stoksovim
jednaCinama integrisanim po dubini toka (Depth-
integrated Double-Averaged Navier-Stokes equations —
DIDANS jednac¢inama). Ove jednaCine su specijalan
slu¢aj uopstenih jednaCina za plitke oblasti strujanja
(general shallow-water equations — GSWE), koje je
izveo drugi autor ovog rada [16]. To je slu¢aj u kojem
se pretpostavlja da je slobodna povrSina ravna i
paralelna sa dnom. Jednacine su izvedene integracijom
po dubini DANS jednac¢ina uvodenjem sledecih
pretpostavki: osrednjeno teCenje je ravansko, U
vertikalnoj ravni (izvodi svih wveli¢ina u pravcu
upravnom na ravan strujanja su nula), vegetacija je kruta
i moZe se shematizovati vertikalnim cilindrima tako da
se poroznost ¢ ne menja po dubini. (Poroznost je
jednaka kolicniku dela zapremene osrednjavanja
ispunjene vodom i celokupne zapremine. Zapremina
osrednjavanja je tanka, paralelna sa dnom, i pokriva
statisticki zna¢ajnu povrsinu toka [6] (slika 1).

Vrednost neke veli¢ine 6 osrednjene po dubini h (merenoj
duz ose z upravne na dno) je:

©, = 5 [0dz (1)
Zy

gde su Z, i Zs kote dna i slobodne povrsine (slika 1).
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Vrednost veli¢ine 8 u proizvoljnoj tacki z je:

0=(0),+ 6’ 2)

gde je drugi ¢lan sa desne strane znaka jednakosti odstu-
panje od osrednjene vrednosti (1). Osrednjena vrednost
odstupanja jednaka je nuli:

(6%, - 0 (3)

Kada se jednacina (1) primeni na dvostruko osrednjenu
(jednom po vremenu i jednom po zapremini) brzinu u
glavnom pravcu strujanja, u, dobije se trostruko osrednjena
brzina, koja ¢e se obeleziti sa U (slika 1):

u)), - v )

Dvostruko osrednjena jednacina odrzanja mase integrisana
po dubini toka glasi:

dh  dohU _

0
ot ox ©)

9=1 9<1
I
UUW] ' 'ﬂ’»’u i

-

HHHAH
i
W
e
i

I

Slika 1. a) Koordinatni sistem u kojem se definiSu tanki
slojevi po dubini toka po kojima se sprovodi osrednjavanje
u porostoru. Tanki slojevi paralelni su sa nepokretnim dnom
koje zaklapa ugao oy sa horizontalom. Koordinatna osa x
poklapa se sa dnom. Osa z i nesavitljiva, nepotopljena
vegetacija upravne su na dno. b) Dvostrukim osrednjava-
njem Navije-Stoksovih jedna¢ina dobijaju se rasporedi
dvostruko osrednjenih brzina po dubini toka. Integracijom
rasporeda dvostruko osrednjene komponente brzine u pravcu
glavnog strujanja u po dubini toka, dobija se trostruko
osrednjena brzina U — videti izraz (4).

Vreme t i prostorna koordinata x su nezavisno promen-
ljive, a dubina h i trostruko osrednjena brzina U, zavisno
promenljive. Ako se radi kraéeg pisanja uvede oznaka
oh = H, prethodna jednadina dobija oblik koji podseca
na jednafinu odrzanja mase iz sistema jednacina za
plitke oblasti strujanja koje vaze za slobodan tok:

0_H . oUH _
ot ox

0 (6)

H moze da se opise i kao dubina koju bi voda imala, u
delu sa vegetacijom, kada bi se vegetacija uklonila. [16].
Posto bi uklanjanje vegetacije oslobodilo prostor za vodu,
u delu sa vegetacijom H je uvek manje od h (slika 1).

Dvostruko osrednjena jednaCina odrzanja koli¢ine
kretanja, koja nakon integracije po dubini toka dobija
nove Clanove u izrazima za silu pritiska, viskozne i
Rejnoldsove napone i napone usled vegetacije, moze se
pojednostaviti uvodenjem pretpostavke da se sve
komponente makroskopskih i mikroskopskih Rejnolds-
ovih napona osrednjene po dubini, sve komponente
napona usled prisustva elemenata rapavosti (u ovom
slucaju vegetacije), takode osrednjene po dubini (vidi
sliku 12 u [6]), mogu izostaviti kao ¢lanovi ¢iji je uticaj
na promenu koli¢ine kretanja zanemarljiv u odnosu na
sile pritiska i gravitacije (prva dva ¢lana sa desne strane
znaka jednakosti u jednacini 7) i silu na vodu u pravcu
X-0Se po jedinici povrSine usled vegetacije (D,, internal
drag force, [16], tre¢i ¢lan). Ova jednacina nakon
uvedenih pojednostavljenja glasi:

S, =D, (7)

r

) ) (H*
cUHJchUH:_%gC(H D) oprs -1

el ox ox Top

Sila na vodu usled vegetacije zahteva parametrizaciju za
svaki konkteran slucaj prostornog rasporeda vegetacije.
Jednacine (6) i (7) su specijalan slu¢aj generalizovanih
jednacina za plitke oblasti strujanja izvedenih u [16].

Radi kraceg pisanja, jednacine (6) i (7) napisace se u
matri¢nom obliku:

ﬂ + J_F =S
ot ox
uH
Q " F
= , = 1 H? |
UH UH+—g—
58 p (8)
0
S =
gHS, ~—D,
p

gde je Q vektor zavisno promenljivih, F je vektor fluks-
ova, a S je vektor izvornog ¢lana. Sistem jednacina (8)
sa pocetnim uslovom:
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Q(x,0) = Qx) )

i grani¢nim uslovima (slika 6):

(UR) (0,6) = (Uh), (1) i h(L,t) =hy () zaF <1
(UR) (0,1) = (Uh) (1) i h(0,0) = hy (1) za F>1 (10)

definiSe pocetno-granicni problem.

3. NUMERICKO MODELIRANJE
3.1 Metoda konaé¢nih zapremina i Rimanov problem

Uobic¢ajen nain da se utvrdi primenljivost izabranog
racunskog postupka za reSavanje jednaina kojima se
opisuje neka pojava jeste da se taj raunski postupak
primeni na odgovaraju¢u homogenu jednaéinu, odnosno
sistem homogenih jednaéina. U nastavku se razmatra
sistem (8) u kojem je zanemaren izvorni ¢lan (S = 0).
Moze se pokazati da je ovo sistem jednacina hiperbolickog
tipa. Za reSavanje ovakvih sistema danas se standardno
koristi metoda kona¢nih zapremina, jer obezbeduje
oCuvanje mase unutar razmatrane zapremine.

Racunska oblast duzine L, deli se na N, kontrolnih
zapremina (Celija; u daljem tekstu ova dva pojma ¢e se
ravnopravno koristiti). Granice Celije i su i-1/2 i i+1/2 i
kroz njih se definiSu fluksovi izmedu ove celije i njoj
susednih ¢elija i-1 i i+1 (slika 2). U uniformnim raunskim
mrezama sve ¢elije su iste veliine AX = Xj1p — Xi-1/2 = CONSt
= Ly / Ny Godunov je 1950ih predloZzio racunski
postupak prvog reda taénosti [21]:

n+ n At
Q, b= Q,‘ + E[Fi—ls'l Ff—l-'l] (1])
gde je
Q; - Al Q") dx (12)
X

i-12

prose¢na / prostorno osrednjena vrednost Q za Celiju i u
trenutku t = t " = nAt, a Fiyp i Fisp SU numericki
fluksovi kroz granice kontrolne zapremine (slika 2)
kojima se aproksimiraju stvarni fluksovi F(Q) u (8). Ovi
fluksovi su funkcija vrednosti zavisno promenljivih sa
raznih strana razmatrane granice (slike 2 i 3):

F 1= F 1(Q..Qp (13)

2 2

lokalni Rimanov problem

Qi_l Qin+1

Q' [AQ

Xy

i—1/2 i+1/2
AX AX AX

Slika 2. Kontrolne zapremine (KZ)/¢elije; prostorno
osrednjene vrednosti u ¢elijama; fluksovi kroz granice
¢elija; promena zavisno promenljivih Q duz Xx-0se je
prekidna, skokovita, stepenasta funkcija. U neposrednoj
blizini granice i+1/2 (pravougaonik sa stranama
obelezenim isprekidanom linijom) reSava se Rimanov
problem (slika 3).

L R
Qi+1 = QR

Qi=QL [AQ

i i+1
© 0 ®

i+1/2

Slika 3. Lokalni Rimanov problem (koordinatni pocetak
lokalnog koordinatnog sistema je na granici dve KZ
(slika 2), gde su tacke neposredno uz granicu sa leve i
desne strane oznacene sa L i R.

Prostorno osrednjene vrednosti Q; u jednacini (12) pripisuju
se centru Celije i. Posto se prostorno osrednjene vrednosti
razlikuju od Celije do celije (slika 2), na granicama
kontrolnih  zapremina postoje skokovite promene
vredosti zavisno promenljivih. Na granicama celije i te
promene su AQj.1» 1 AQjs12 . To znaci da na obe granice
jedne KZ postoji po jedan lokalni Rimanov problem
(slika 3):

QL FQ
ot ox
Q,. akojeé&<0 (14

£.0) -
QE0) Q. akojel>0
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koji treba reSiti primenom odgovaraju¢eg racunskog
postupka za odredivanje fluksa kroz granicu dve éelije.
Ovde je & lokalna koordinata Cija se nula nalazi na
granici na kojoj se re$ava Rimanov problem (slika 3).

3.2 Resenje Rimanovog problema
Sistem nelinearnih jednacina sa konstantnim koeficijentima

Resenje Rimanovog problema za sistem od dve
parcijalne diferencijalne jednadine sa konstantnim
koeficijentima:

& +A ﬂ =0
ot ox
moze se predstaviti pomocu Cetiri kombinacije talasa
(karakteristika) koji polaze sa granice dve celije. Postoje
dve vrste talasa — talasi sa strmim ¢elom i talasi razblaZenja.

(15)

>
>

i+172 X

Slika 4. Jedna od moguc¢ih kombinacija osnovnih talasa
koji polaze sa granice dve ¢elije u Rimanovom problemu
— dva talasa razblaZenja koji se poznaju po tome Sto se
karakteristike koje su krenule sa istog podnozja razilaze,
tako da podsecaju na lepezu. Za talase sa strmim ¢elom
karakteristike se sudaraju i formiraju strmo ¢&elo.

Na slici 3 prikazana je, primera radi, kombinacija sa dva
talasa razblaZenja. Talasi se prostiru brzinama );, i = 1, 2,
pri cemu je A; < A,. Brzine prostiranja poremecaja su
nagibi karakteristika A;, a matematic¢ki gledano predstav-
ljaju sopstvene vrednosti matrice A iz jednacine (15).

Svaki skok izmedu stanja sa leve Q, i desne strane granice
Qr: Qr — Qy nastavlja da se kre¢e kao usamljen talas sa
strmim c¢elom ako i samo ako predstavlja linearnu
kombinaciju sopstvenih vektora matrice A [9]:

QR_QL - Z a,r, (16)

Za ovu dekompoziciju obi¢no se koriste tzv. desni
sopstveni vektori:

(7)

Koeficijenti o; Su intenziteti sopstvenih vektora.

Sistem  nelinearnih  jednacina sa  promenljivim
koeficijentima

Medutim, sistem jednaCina (14) je sistem nelinearnih
jednadina sa promenljivim koeficijentima. Clanovi
matrice A viSe nisu brojevi — matrica A nije konstantna,
ve¢ predstavlja Jakobijan matricu fluksova:

QKA gdeje Foa@ s
dt  dQ ox aQ

Efikasno numericko reSenje za sistem nelinernih jednacina

sa promenljivim koeficijentima predloZio je Rou [9 i 21].

Sustina Rouove ideje je lokanla linearizacija sistema (14)

koja podrazumeva zamenu Jakobijan matrice A(Q)

konstantnom Jakobijan matricom:

A - AQ,.Qy) (19)

koja je funkcija stanja sa leve i desne strane granice
izmedu dve celije. Ova matrica zvaée se Rouova
Jakobijan matrica. Dakle, u Rouovom postupku jednacine
se linearizuju na svakoj granici ¢ime se originalni
Rimanov problem (14) zamenjuje pribliznim Rimanovim
problemom:

ﬂ t A @ =0
or ox
Q.. akoje&<0 (20)
0) =
QE0) Q.. akoje&>0

koji se, zatim, tacno resava.

Uslovi koje treba da zadovolji Rouova Jakobijan matrica
da bi linearizovan sistem (20) bio sistem hiperboli¢kih
jednacina su:

1a) sopstvene vrednosti matrice A treba da budu realne i
razlicite:
A<, 1)

1b) matrica A treba da ima kompletan skup linearno
nezavisnih desnih sopstvenih vektora:
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(22)

2- matrica A treba da bude konzistentna sa originalnom
Jakobijan matricom iz (18):

A(Q.Q)=A(Q) (23)

3- Rankin-lgonoov uslov skoka:

F(Q,) F(Q,)=-A(Q, Q,)iliAF = AAQ (24)

Za raCunanje sopstvenih vrednosti koriste se Rouove
srednje vrednosti osnovnih promenljivih toka. Ako se
radi kraceg pisanja uvedu matrice sopstvenih vrednosti i
sopstvenih vektora pribliznog Rimanovog problema:

A0 11
A= i R=[F F|=]. . (25)
0 [ © bk
-1
i inverzna matrica , tada je Rouova Jakobijan
matrica:
A-RAR" (26)

Izraz za skok fluksa (24) na granici i+1/2 sada glasi:
AF, ,-(AAQ), ,,-(RAR'AQ), ,, (27)

Rouov numericki fluks na granici i+1/2 izmedu Celija i i
i+1 za sistem homogenih jednacina je [8]:

R'AQ)

=

F, ,,-—(F,+F,) —(R e (28)

(SR
| —

Fluks na granici i-1/2 piSe se na sli¢an na¢in. Fluks Fg
rauna se sa vrednostima vektora zavisno promenljivih
iz ¢elije sa desne strane granice Fr = F(Qg), a fluks F_
sa vrednostima sa leve strane granice F. = F(Q). Ovi
fluksovi koriste se u (11) za odredivanje resenja u ¢Celiji
i u narednom vremenskom trenutku. Prvi ¢lan sa desne
strane znaka jednakosti zove se centralni, a drugi,
disipativni ¢lan [11].

3.3 Prilagoden Rouov postupak za DIDANS jednacine

Moze se pokazati da je brzina prostiranja talasa u toku
sa vegetacijom ista kao u slobodnom toku dubine h:

c- | & ren (29)
P

Rouova srednja vrednost brzine prostiranja na granici
dve ¢elije je:

5—1}0_5(cf+c;) ,

(30)
e - | & | 8
L 0, > YR O
a srednje vrednosti dubine toka i brzine su:
h=[h, h, (31a)
-~ U JH, +U 1/1[
[7-_*L L R R (31b)

VL e

lzraz za srednju vrednost brzine (31b) razlikuje se od
onog za slobodan tok. U njemu umesto dubina toka h, i hg
figuriSu vrednosti zavisno promenljivih H_ i Hg. Brzine
prostiranja poremecaja duz negativne 1 pozitivne
karakteristike su:

h=U-¢ i K =U+¢ (32)
a sopstveni vektori:

el A o[ 4L (33)
Velicine skoka zavisno promenljivih su:

AH=H, H, (34a)
AUH =(UH), - (UH), (34b)
odnosno

AQ A (34¢)

= 34c
AUH

Sve ove veli¢ine dovoljne su da se odredi fluks slobodnog
toka na posmatranoj granici. Medutim, u DIDANS jedna-
¢inama fluks ne zavisi samo od Q, nego i od prostorno
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promenljive poroznosti ¢ = ¢(x), pa se linearizacijom
homogene jednacine (18) dobija jos jedan ¢lan.

Diskretizacija ¢lana sa promenljivom poroznoscu

Linearizovana jednacina (25) ima sledeci oblik:

0Q | JFQ.0) Q  FQo)do _

ot oQ ox dp  dx
— —_—
A(Q) V  poanalogijisa  (35)
I Rou I Ubar i Navaro
A v

U njoj pored Rouove Jakobijan matrice postoji vektor V
koji predstavlja izvod fluksa po prostorno promenljivoj
fizickoj karakteristici oblasti strujanja. Kod Ubara i
Navaro [8] to je promenljiva §irina korita u jedna¢inama
za plitke oblasti strujanja koje vaze za slobodan tok, a u
DIDANS jednadinama to je prostorno promenljiva
poroznost. Dodatni ¢lan uzima u obzir skok poroznosti
izmedu slobodnog toka i toka kroz vegetaciju:

Ap =9z — @, (36)

i, u skladu sa Rouovim pristupom, diskretizuje se
koris¢enjem Rouove srednje vrednosti za dubinu na toj
granici:

~ T
V—[O ;gh'] Ao (37)

Izraz za raGunanje fluksa kroz granicu i+1/2 tada glasi

[8]:

1
Fionz =5 (Fet Fr) o (38)
7%(11;\11* AQ+RsignHR'V),
gde je:
sign(I) = A 1|/~k| (39)

3.4 Granic¢ni uslovi

Princip racunanja grani¢nih uslova u uslovima mirnog i
burnog tecenja isti je kao i u slu¢aju slobodnog toka, s

tim $to je u ovom radu prilagoden Rouovom postupku.
Prilagodavanje Rouovom postupku podrazumeva Kori-
S¢enje  Rouovih srednjih vrednosti na granicama
kontrolne zapremine prilikom interpolacije podataka u
cilju odredivanja vrednosti zavisno promenljivih u bazi
karakteristike. Nepoznate vrednosti zavisno promenljivih
(zavisno promenljivih koje nisu zadate grani¢nim uslo-
vom) racunaju se iz Rimanovih invarijanti duz
karakteristika (negativne C™ na uzvodnoj i pozitivne C*
na nizvodnoj granici u slu¢aju mirnog tecenja — slika 5a
odnosno, pozitivne i negativne karakteristike na niz-
vodnoj granici, u sluaju burnog teCenja — slika 5b).
Postupak proracuna je iterativan i podrazumeva sukce-
sivno podeSavanje polozaja baze odgovarajuce karak-
teristike i pripadajucih vrednosti zavisno promenljivih.

Iako se granice Celija obelezavaju sa i-1/2 i i+1/2, radi
kraceg pisanja, uzvodna granica celije 1 obelezena je
indeksom 0, a nizvodna, indeksom 1. Granice Celije Ny
na nizvodnom kraju mreze obelezene su na sli¢an nacin:
uzvodna sa N, — 1 i nizvodna sa N,. Redni brojevi ¢elija
obelezeni su masnim brojevima/slovima. Vrednosti
promenljivih sa leve strane granice 1 imaju indeks ,,1L%,
a sa desne strane ove granice ,,1R*. Isti sistem
obelezavanja koristi se na svim ostalim granicama
grani¢nih Celija 1 i N.

Prva iteracija
Polozaji baza karakteristika u mirnom rezimu racunaju

se na osnovu brzina prostiranja (32) na uzvodnoj granici
éelije 1 (za C7) i nizvodnoj granici ¢éelije Ny (za C*):

M {43 ~ -
Xpp | = ‘ U, - ¢, |Af, baza C

(40)
xipy “NAx - (U +é, )M, bazmC’

a potom se interpolacijom vrednosti sa granica prve
celije odnosno, celije Ny odreduju vrednosti zavisno
promeljivih u bazama pozitivne (RF) i negativne (LF)
karakteristike (slika 5a).

VODOPRIVREDA 0350-0519, Vol. 55 (2023) No. 325-326 p. 143-153 149



Numeri¢ko modeliranje otvorenih tokova sa vegetacijom

Dejana Pordevi¢ i Dubravka Pokrajac

,n"

RF LF| X

t” >

Ax Ax
a) b)
Slika 5. Skice za racunanje grani¢nih uslova metodom

karakteristika u uslovima a) mirnog i b) burnog tecenja

Vrednosti u bazi negativne karakteristike (RF) u ¢eliji 1

Su:
(UH) g = (UH), +[(UH), - (UH), || 1 "”‘]
Ax
I Y rr 41
D hlJr[hn_hl){l_E] 1)
H e = by 9,

vrednosti u bazi negativne karakteristike (LF) u celiji
NX su:

x
(UH), :(UH)A{‘ i I(UH);,\‘,‘_1 _(UH)N‘] N_- A;p]
- . R X
Pur =Py +[h~ 1"?.«’}[]".\-'%] (42)
* A X x

Hyp=hyp oy

Dubine h sa oznakom ,~” u izrazima (41) i (42) su
Rouove srednje vrednosti (31a) na granicama
najuzvodnije (éelija 1) i najnizvodnije Celije (Celija Ny)
raunske mreze (slika 5).

Na uzvodnom kraju se zadaje jediniéni protok (Uh)Ml,
pa se nepoznata dubina HM1=((ph)M1 racuna iz Rimanove

invarijante duz negativne karakteristike:

(UH)Ml “(UH)pp = (Upp +C’M)(Hul “Hy) =0 (43)

4

Na nizvodnom kraju zadaje se dubina th, a raduna se
nepoznati jedini¢ni protok (Uh)M2 = (UH)M2 / PN, iz
Rimanove invarijante duz pozitivne karakteristike:

(UH),,  (UH) Uy e) (Hy, - Hyp) =0 (44)

U slucaju burnog teCenja, polozaj baze negativne
karakteristike u Celiji Ny (slika 5b) je:

i, =N Ax - (U, -¢, ) Ar (45)

a nepoznati dubina i jedini¢ni protok dobijaju se
reSavanjem sistema jednacina (43) i (44).

Druga i naredne iteracije

Pocevsi od druge iteracije polozaj baza karakteristika
racuna se koris¢enjem sledecih izraza:

X = 0.5 “ Oy V- ? ’ " \Ugi ot~ ”‘ }Ar, (46)

xff N A 0[O &) Wl ey |

Za fino podesavanje polozaja baze karakteristike koristi
se, dakle, srednja vrednost brzina prostiranja u bazi
odgovarajuce karakteristike i u tacki M; (i = 1 na
uzvodnoj, odnosno i = 2 na nizvodnoj granici) iz
prethodne iteracije (it — 1).

Vrednosti zavisno promenljivih u bazi karakteristika
odreduju se linearnom interpolacijom na isti na¢in kao u
prvoj iteraciji.

Zavisno promenljiva koja nije zadata grani¢nim uslovom
raCuna Se u mirnom rezimu iz odgovaraju¢e Rimanove
invarijante ((43) za nepoznatu dubinu na uzvodnom kraju
odnosno, (44) za nepoznat jedini¢ni protok na nizvodnom
kraju) u kojoj se koristi srednja vrednost brzina
prostiranja, kao u (46). Primera radi, navodi se samo
Rimanova invarijanta duz negativne karakteristike:

(UH)y, -~ (UH)pg
-05| (G40 ve 0 ) (47)
(U s et ) @y, - He =0
Radi krateg pisanja, u prethodnom izrazu izostavljene
su, oznake tekuce iteracije (it) uz vrednosti zavisno
promenljivih u bazi karakteristike i na granici 1 (tj. tacki

Ml)-

Prikazani numeri¢ki model se u nastavku testira na
hipotetickom primeru kanala sa horizontalnim dnom u
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kojem se zanemaruju svi otpori teCenju. Ovaj test primer
matematicki se opisuje homogenim jednacinama (35).

4. TESTIRANJE ROUOVOG POSTUPKA
PRILAGODENOG RESAVANJU
DIDANS JEDNACINA

Shematski prokaz kanala sa horizontalnim dnom dat je
na slici 6. Kanal je duzine 3 m i podeljen je na dva
jednaka dela. Posmatra se ravanski problem u
vertikalnoj ravni. Jedna polovina kanala ravnomerno je
ispunjena krutom vegetacijom, a druga je prazna.

+ 0, Ao ¢,

1,0
0,0 T
I I
q,=(Uh), | :
- u hy, |1
l Sex=0 l
L L

Slika 6. Skica za test primere na kojima je proveren
Rouov postupak

Tabela 1. Razmatrani rasporedi vegetacije i rezimi
teCenja

Slucaj polozaj vegetacije u rezim te¢enja
kanalu
1 nizvodna polovina miran
2 nizvodna polovina buran
3 uzvodna polovina miran
4 uzvodna polovina buran

Razmatraju se Cetiri slu¢aja iz tabele 1 za jednu vrednost
poroznosti — @= 0,90. Pocetna dubina u kanalu je u svim
slucajevima ista i iznosi 0,1 m. U uslovima mirnog
tecenja voda u kanalu na pocetku proracuna miruje, a u
uslovima burnog tecenja jedini¢ni protok kanalom je
konstantan i iznosi 0,12 m?s. Grani¢ni uslovi kada je
tecenje u kanalu mirno su: jedini¢ni protok na uzvod-
nom kraju kanala g, = (Uh), i dubina na nizvodnom
kraju h, (slika 6). Kada je te¢enje burno, na uzvodnom
kraju se zadaju i jedini¢ni protok i dubina (hy). VVrednost
dubine je ista i za mirno i za burno te€enje, iznosi 0,1 m i
ne menja se tokom vremena. Jedini¢ni protok na
uzvodnom kraju se na pocetku proracuna skokovito menja
od pocetne do zadate vrednosti i nadalje se drzi
konstantnim. Vrednost jedini¢énog protoka varirana je u

a) 0.120

000000000,

0.115

F>1 ]

0.110

him]

0.105

0.100

0.095

R ] ]
O'098.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
g, = (Uh), [ m’/(sm’) ]

b) 0.110

0.105
0.100

J

T
N
[EEN

0.095

-

h[m]

0.090
0.085
0.080

0.10

- el —————
0.15 0.20 0.25
g, = (Uh), [m(sm’) ]
Slika 7. Poredenje numeri¢kog i analitickog reSenja za
slu¢aj kada se vegetacija nalazi u: a) nizvodnoj i
b) uzvodnoj polovini kanala. Punom linijom prikazano
je analiticko reSenje, a simbolima O i <& numericko
reSenje. Osencena povrSina predstavlja oblast u kojoj ne
postoji resenje.

0.075 S———=_~
8.00 0.05

opsegu od 0 do 0,25 m?/s. Proratun se obustavlja kada se
u kanalu uspostavi ustaljeno tecenje.

Duzina kanala podeljena je na 6 segmenata jednake
duzine (Ax = 0,5 m). Usvojen je konstantan vremenski
korak od 0,2 s. Kurantov broj je tokom celog proracuna
bio manji od 0,5.

Rezultati proracuna dobijeni primenom Rouovog
postupka uporedeni su sa analitickim reSenjem za
ustaljeno teCenje (slika 7). To je reSenje jednacCine
treceg stepena:

Ah} +Bh, +C=0

A4-05¢. g
(48)
B=-9(p,h U +050¢ gh)

C=¢.h} U

n
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u kojoj se koriste oznake sa slike 6, a od tri reSenja
jednacine (48) bira se ono koje je fizicki ispravno,
odnosno koje je u istom rezimu tecenja kao Sto je zadati
rezim.. Kao $to se vidi, numericko reSenje u potpunosti
prati analiticko za oba razmatrana rasporeda vegetacije i
oba rezima tedenja. Relativna odstupanja manja su od 5 .
Prazan prostor na dijagramima koji razdvaja oblasti
mirnog i burnog teCenja je oblast u kojem reSenje
jednacine (48) ne postoji.

5. ZAKLJUCCI

U radu je prikazana primena metode kona¢nih
zapremina sa Rouovom racunskom shemom na
reSavanje homogenih DIDANS jednadina koje opisuju
strujanje u otvorenim tokovima sa horizontalnim dnom
koji  sadrze prostorno promenljivu  vegetaciju.
Vegetacija utie na teenje jedino time $to zauzima
jedan deo korita, posto je sila kojom ona deluje na vodu
zanemarena. Odli¢no slaganje numerickog i analitickog
reSenja dobar je pokazatelj da se primenom prilagodene
Rouove racunske sheme za reSavanje kompletnih,
nehomogenih DIDANS jednacina mogu ocekivati
zadovoljavajuci rezultati.
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Summary

From the point of view of Engineering Hydraulics, the
spatial distribution of the aquatic vegetation in the
natural streams and their floodplanes is random and
unrelated to the streams' flow characteristics. Aquatic
vegetation enhances flow resistance and influences
mixing and transport processes. Numerical simulation of
open channel flows with variable spatial distribution of
aquatic vegetation requires a special treatment of the
advective terms, because, besides the main variables,
they also contain the spatialy variable porosity due to
the presence of vegetation in the channel. In this paper
flow in open channels with variable spatial distribution
of vegetation is described using triple-averaged Navier-
Stokes equations (Depth-Integrated Double-Averaged
Navier-Stokes, DIDANS equations). They are solved

numerically using the finite volume method. The
equations with the advective terms explicitly accounting
for the spatial variation of porosity are solved by using
the flux difference splitting and Roe's method for
approximation of the dependent variables at the
boundaries between the computational cells. The
modified Roe's method is tested on an idealised case of
homogeneous DIDANS equations (horizontal bed and
all flow resistance terms neglected). Numerical results
for this simplified case are in excellent agreement with
the analytical solution.

Key words: spatial heterogeneity, porosity, Depth-
Integrated Double-Averaged Navier-Stokes equations,
Roe’s method
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