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REZIME

Ovaj rad se bavi ispitivanjem numericke simulacije
prostornih (3D) tokova, posebno onih sa nehidrostatickim
rasporedom pritiska. Opisani su teorijski principi reSavanja
Navie-Stoksovih (Navier-Stokes) jednac¢ina metodom ko-
nacnih elemenata. Pristup zasnovan na etapnom resavanju
osnovnih jednaCina, koji je primenjen u poznatom
softverskom sistemu Telemac3D, omoguéava brz i veoma
efikasan proracun prelivnih tokova sa nehidrostatickim
rasporedom pritiska. Metoda je ilustrovana rezultatima
numericke simulacije jednog laboratorijskog eksperimenta.

Kljuéne reci: Navier-Stoksove jednacine, prelivanje,
metoda konacnih elemenata

1. UVOD

Prvi modeli prostornog (3D) strujanja, koji poticu iz
sedamdesetih godina proslog veka, razvijani su za potrebe
analize strujanja u morima i okeanima. Modeli TRIM i
Delft3D-flow, zasnovani na metodi kona¢nih razlika, ti-
pi€ni su primeri takvih modela. Poznati predstavnici
modela koji su zasnovani na metodi konacnih elemenata su
americki RMA10 i ADCIRC, kao i francuski Telemac3D.

Model Telemac3D je specifi¢an po tome Sto koristi pristup
etapnog reSavanja osnovnih jednaina (eng. “fractional-
step method”), §to mu daje prednost u odnosu na druge
modele u pogledu stabilnosti, tacnosti i brzine proracuna.
Proracun se moze sprovesti pod pretpostavkom hidro-
statickog ili nehidrostatiCkog rasporeda pritiska [7,9]. U
nastavku se najpre izlazu teorijske osnove modela
Telemac3D, a zatim se na jednom konkretnom primeru
prikazuju njegove performanse.
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2. OSNOVNE JEDNACINE

Prostorno (3D) strujanje opisuje se Navier-Stoksovim
jedna-Cinama odrZanja mase i koli¢ine kretanja:

div{U) =0 1)

a—u+lj -grad(u) = _la_er div(v, grad(u)) + f, )
ot p Ox

@Jr(j -grad(v) = —ia—p+div(v, grad(v))+ f, 3)
ot p Ay '

E;—v:+l7 -grad(w) = 1 gp

—+g+div(v, gradw)) + f., (4)
p oz

gde je: t- vreme, (x,y,2) - prostorne koordinate, (u,v,w) -

komponente brzine U u pravcima (x,y,z), p — pritisak, v,—
turbulentna viskoznost, p —gustina, g — gravitaciono ubrza-
nje, a (f,, f;, f2) —izvorni €lanovi.

Uticaji trenja na dnu, vetra na povrsini, zapreminskih sila
(centrifugalne, Coriolisove), kao 1 drugi uticaji
(temperature, saliniteta itd.), obuhvataju se izvornim
¢lanovima. Za proracun transporta trasera, sistemu (1)-(4)
predruZzuje se odgovarajuca transportna jednacina, a za
finije modeliranje turbulencije toka, transportne jednacine
turbulentne kineticke energije i brzine njene disipacije
(model k-¢) [7, 11, 12, 13].

U slucaju da se zanemari vertikalna komponenta brzine,
jednacina (4) se redukuje na obi¢nu diferencijalnu jednaci-
nu: dp/dz = - p- g, Cija integracija, uz uslov na povrSini Z:
DP(Z,) = pam, daje izraz za hidrostaticki raspored pritiska:

pEph=parm+p.g(zs—Z)' (5)
Ova zavisnost podrazumeva da je gustina fluida konstanta.
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U opstem slucaju, kada raspored pritiska nije hidrostaticki,
moZe se uvesti podela:

P=D,+ Dy (6)

gde je: p,— hidrostaticka komponenta, a p, — odstupanje,
ili “hidrodinamilki pritisak”” [9]. Shodno ovoj podeli, kon-
ceptualni pristup je da se strujno polje najpre sracuna pod
pretpostavkom hidrostatickog pritiska, a zatim koriguje za
uticaj hidrodinamickog pritiska, kao S§to ¢e bit obrazlo-
Zeno u nastavku.

3. DISKRETIZA CIJA RACUNSKE OBLASTI -
SIGMA TRANSFORMA CILJA

U metodi konacnih elemenata, najjednostavniji prostorni
element je prizma trougaone osnove i vertikalnih stranica,
sa ukupno 6 ¢vorova. Vertikalna projekcija prostorne (3D)
raCunske mreZe je 2D mreZa trougaonih linearnih eleme-
nata. To omogucava da se konstruisana 2D mreZa kopira u
viZe ravni (slojeva) po vertikali, izmedu Cvrste konture i
slobodne povrsine, tako da se lako moZe formirati 3D mre-
Za od vise slojeva prizmati¢nih elemenata. S druge strane,
ovaj pristup omogucava vezu izmedu prostorog (3D) i
ravanskog (2D) modela, $to je (kao Sto ¢e se pokazati)
neophodno u algoritmu za reSavanje Navier-Stoksovih
jednacina

Problem promenljivosti ra¢unskog domena u vertikalnom
pravcu resava se ,,sigma transformacijom*, odnosno uvo-
denjem ,topografiji prilagodljivog koordinatnog sistema“
[3]. Nepravilna 3D fizicka oblast (£;) transformiSe se u
racunsku oblast (Q5) pravilne konfiguracije (Slika 1).

Slika 1. Sigma transformacija

Sigma transformacija ,,prevodi sistem Dekartovih koor-
dinata (x, y, z, f) u sistem ,,sigma‘“ koordinata (x*, y*, z*, 1):
r¥=t, x*=x, y*=y, 7¥=0(x, y, z f), pri ¢emu je vertikalna
koordinata z* definisana relativno u odnosu na dubinu,
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pomocu neke neprekidne, monotono rastuée funkcije o, na
primer:

2=2,(x, y,1)

1
hxnt) € (0,1, M

' =0(xyz0)=

gde je: z,— kota dna, a h = Z; — z;— dubina.

Mreza u racunskom domenu (9*3) sastoji se od vise 2D
mreZa rasporedenih po vertikali. Odgovarajuéa mreza u
fizickom domenu (€)3) definisana je u svakom
vremenskom koraku pomocu diskretne transformacione
funkcije: z = z*h+z,4 S$to znaci da se ova mreZa pomera
samo u vertikal-nom pravcu. Kako je re¢ o afinoj
transformaciji, relativno odstojanje ravni ostaje tokom
proracuna uvek isto.

Koris¢enje ¢ — koordinata omogucava ta¢no i ,.glatko*
definisanje granica na dnu i na povrSini u bilo kom
vremen-skom trenutku. Vrednosti z¥=0 na dnu i z¥=1 na
povrsini su konstantne u prostoru i vremenu, $to znacajno
olakSava zadavanje kinematickih grani¢nih uslova.

Osnovne jednacine u referentnom domenu zahtevaju da se
svi paricijalni izvodi definiSu pomo¢u ¢ — koordinata (x, y,
7*), Sto nije tesko, jer su formule za metriku prelaza iz
jednog sistema u drugi, jednostavne [7]:

U =—=—=1
dr dr
o b, ®)
de dr
. dz" 0z 0z" o .
W=—=—+tu—=+v—=+w-J,
dr o ox dy

gde je, u sluCaju da se primeni klasi¢na ¢ transformacija
(7):

J =07"1dz="h(x,y,t) - dubina, a u slu€aju da se

primeni ,,uopStena®“ o - transformacija:

-z,

7=, ©))
Cipr1 — p

veli¢ina J* = Az predstavlja vertikalno odstojanje izmedu
ravni , i, i, racunske 3D mreZe.
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4. ETAPNO RESAVANJE OSNOVNIH JEDNACINA

Metoda etapnog reSavanja zasnovana je na razdvajanju
diferencijalnih operatora u osnovim jednacinama i suksce-
sivnom reSavanju odgovaraju¢ih redukovanih jednacina
koje opisuju pojedine fizicke procese, kao S$to su
konvekcija (advekcija) i difuzija. Ovakav pristup daje
mogucnost da se u svakoj etapi primeni optimalni nume-
ricki postupak. Polazi se od dominantnog procesa — kon-
vekcije, pa se najpre reSava konvektivno polje brzine,
zatim se obavlja njegova korekcija zbog difuzionih uticaja
i na kraju se, proracunom pritiska, uz uslov odrZanja mase,
dolazi do kona¢nog polja brzine i dubine/kote nivoa.

Etapno resavanje se moze prikazati aproksimacijom izvo-
da po vremenu:

ai:fk+l_fD+fD_fC+fC_fk
or At At At

10)

gde je opsta promenljiva f ={h, u, v, w, ...}, kK — oznaka
vremenskog nivoa, C — oznaka etape konvekcije, a D —
oznaka etape difuzije.

Etapa I — konvekcija. Resava se sistem:

~C -

k
%ﬂjk-gradwf):o, )
A

gde je: 7 ={u“,v“} — konvektivno (,,privremeno”)
polje brzine, 7" ={u*,v*} — poznato polje brzine iz
prethodnog trenutka (#), a Ar — racunski korak, koji u
proraunu neustaljenog tecenja predstavlja vremenski
interval, a u proracunu ustaljenog teCenja, algoritamski
korak. Za numericko reSavanje sistema (11) najcesce se
koristi metoda karakteristika, kao jedna od najboljih
metoda za reSavanje hiperbolickih problema [5, 11]. Kon-
vektivne brzine se racunaju u ¢vorovima svake ravni
referentne o mreze. Vertikalna komponenta brzine ¢e se
kasnije odrediti iz jednacine konituiteta.

Etapa II - difuzija+izvorni ¢lanovi. ReSenjem sistema:

=div(v, - grad(u))+ f,
(12)

=div(v, - grad(v)) + f,

u 3D mreZi, dobijaju se vrednosti korigovanih brzina

D . D
u ,v

Ovu etapu karakteriSe niz numerickih specifi¢nosti'. U
proracunu difuzionih ¢lanova, vrednosti difuzionog koefi-
cijenta u ravnima 3D mreZe odredjuju se interpolacijom,
na osnovu nekog usvojenog teorijskog rasporeda V,(z)

(para-boli¢nog, paraboli¢no-konstantnog itd.).

Najznacajniji izvorni Clan je trenje. MoZe se definisati
nekim od empirijskih zakona (Manningovim, Chézyjevim,
Strick-lerovim), sa brzinom koja je osrednjena po dubini
toka. Alternativno, ako se pretpostavi da je raspored brzine
po dubini logaritamski i da je dno ,hidraulicki rapavo”,
tangencijalni napon na dnu se moZe sraCunati pomocu
lokalnih brzina u ravni najblizoj dnu i relativne rapavosti
Az" 1k, gde je Az — odstojanje ravni od dna, a k, —

apsolutna rapavost [7].

Etapa III - pritisak+kontinuitet. Jednacine u ovoj etapi
su:

u—u®  1dp,  9Z

s

At p8x= gax (13)
e 1,02,
At p oy gay'

Ovaj sistem se ne moZe direktno reSavati, jer su na desnoj
strani jednaCina nepoznati gradijenti nivoa. Zbog toga se
uvode po dubini osrednjene brzine:

- 1 ¢z - 1 ¢z
w6y, 0= Z-[’ u’(x,y,2,0dz5 (0 =— [ vy 20 dz,

h 24
(14)
pri Cemu se integral reSava numericki — trapeznim

pravilom. Dobijaju se redukovane St. Venantove jednacine
(bez konvekcije i difuzije):

~k+l _~D
u —u aZ\

= —g—
~k+lAt~D ox (15)
vV "V =—g aZx .
At dy

!'Na primer, zbog sloZenosti O -transformacije difuzionih &la-nova, proratun se obavlja u mreZi fizickog domena. Svaki prizmati¢ni
element dekomponuje se u 3 tetraedra, da bi se u proracunu Jakobijana mogla primeniti linearna interpolacija, $to povecava obim
proracuna pri formiranju elementarnih matrica u metodi konacnih elemenata [7].
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ReSenje ovog sistema su po dubini osrednjene brzine:

~k+1 ~k+l1
u >y

Poredjenjem (13) i (15), moZe se konstatovati da je:

k+1 D ~k+l _ ~D
u u

At At

k+1 D ~k+l _~D

(16)

At At
odakle se mogu sracunati nepoznate horizontalne kompo-
nente brzine:

k+1 ~k+l _~D

D k+1 ~k+1 ~D
u =y u ru =0

v+ VP, 17)
Dubine 4**' se dobijaju iz jednacine kontinuiteta:

hk+1 _hk N a(hlzkﬂ) N a(h;kﬂ)
At ox dy

Na osnovu sracunatih dubina (odnosno odgovarajucih kota
nivoa) koriguju se vertikalne koordinate ¢vorova racunske

=0. (18)

mreZe. Vertikalna komponenta brzine w**' se odredjuje u
o domenu:

w =3 O e O e O (19)
dr ot ox dy

Ako se pretpostavi hidrostaticki raspored pritiska, veli¢ine

g = {uk”,vk“,wk“} i K" predstavljaju konacno re-

Senje i moZe se proracunom preci na slede¢i vremenski

nivo.

Ako raspored pritiska nije hidrostaticki, sracunate vred-
nosti su samo privremene i podlozne su naknadnoj
korekciji. Zato ¢e se prethodno sraCunate velicine obele-

Ziti: ﬁhid = {uhid ,vhid} (gde oznaka ,, hid > sugeriSe
atribut ,,hidrostaticki”), a u Etapu III ¢e se uvesti dopunski
korak vezan za ukljucenje dinamicke komponente pritiska

[9]:

[7 k+1 _ U hid l
~— =——o9rad ,
A - grad(p,)
odnosno,
— k+ — hi At
g =" ——grad(p,). (20)
P
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Kada se na obe strane jednacine (20) primeni operator
divergencije, a imaju¢i u vidu da shodno jednacini konti-

nuiteta mora biti: div((}k“) =0, dobija se Poissonova

jednacina [9]:
div(g") = diV[ﬂgrad(pd )], @n
P

¢ije reSenje daje raspored komponente pritiska p,. Na
osno-vu tog rasporeda, mogu se, reSavanjem sistema (20),

odrediti horizontalne komponente brzine u**',v**", dok se

vertikalna komponenta ~ w*"'  dobija  numeri¢kim

reSavanjem jednacine (4).

5. TEST PRIMER

Na Slici2 prikazan popre¢ni presek Brane Imperial u
SAD, ¢ija su modelska ispitivanja posluZila za proveru
prorauna prelivanja pomoéu modela Telemac3D.
Prelivna polja brane Imperial projektovana su na osnovu
laboratorijskog ispiti-vanja na fizickom modelu u razmeri
1:30 [2]. U ovom primeru kori§¢eni su rezultati merenja pri
jedini¢nom protoku g = 0,0635 m?/s.

17,5 m —»j«——12,5 m —»

'__'f

— 135 m ——
R — (181, 1"
.

26 m| 31 m

- rGrovel ballesth - LT
it

Tineoo |

Slika 2. Poprecni presek preliva brane Imperial na reci
Colorado u SAD; ova brana, duzinel059 m i najvece
visine 31 m, zavrSena je 1938. godine, obezbedjujuci
akumulaciju  zapremine 2x10° m’ za potrebe

navodnjavanja [2].

Racunski domen je horizontalni kanal Sirine 1 m i duZine
20 m, sa modelom brane na sredini kanala (Slika 3).

VODOPRIVREDA 0350-0519, 45 (2013) 264-266 p. 163-171



Miodrag Jovanovié¢

Numericka simulacija prostornog strujanja na prelivima

%’?@%‘é%ﬂé@e RIS 4
s
A‘Xﬁ vat X x : S PAVAY; VV% » /
e
o vigﬁ S
GRG0 QR

o R
X *5“"%“

7z
1 4 7

L E7

777

ﬂﬂﬁﬂﬂzllllﬁl
V1
4
w2t
%%
A\
Z7
it
%
/

7]

%
%
]
/

(U
]
7
VA

)
%
]
%
]
V)

/]
aH
e
7!
2,

7/
i
o5
a7

]

Slika 3. Racunski domen i osnovna mreZa konacnih elemenata.

Osnovna racunska 2D mreza, koja se sastoji od 16000
trougaona elemenata (8421 ¢vor), kopirana je u joS 4 ravni
po vertikali, koje su na jednakom medjusobnom odstojanju
(Slika 4). To znaci da se prostorna 3D mreZa sastoji od
ukupno pet 2D mreZa po vertikali, odnosno da ima 4 sloja
prizmati¢nih elemenata po dubini.

Pocetni uslov podrazumeva da je linija nivoa horizontalna.
Racunato je ustaljeno te€enje, tako da je uzvodni grani¢ni
uslov definisan konstantnim protokom ¢ = 0,0635 m’s, a
nizvodni grani¢ni uslov, odgovaraju¢om kotom, odnosno
dubinom 2=0,3 m.

Slika 4. Pocetno stanje za proracun je zadato horizontalnom linijom nivoa,
3 miznad dna kanala (oko 0.3 m iznad krune preliva).
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Proracun, obavljen sa korakom Az =0,01 s, trajao je 50 s
(5000 racunskih koraka), a ustaljeno stanje je prakticno
dostiguto ve¢ posle 15s. U periodu konvergencije ka
ustaljenom stanju, nivo u kanalu je imao oblik pokretnog
hidraulickog skoka (Slika 5).

Po dostizanju ustaljenog stanja, nivo se ,,smirio” i u pod-
noZju brane je ostao stabilan ,,navuceni” skok (Slika 5). U
toku proracuna nije bilo znakova numericke nestabilnosti,
iako se na prelivu racunske ravni koncentriSu unutar veoma
tankog prelivnog mlaza.

Slika 5.Linija nivoa u fazi pomeranja hidraulickog skoka (gore) i linija nivoa po dostizanju ustaljenog stanja (dole).

Pokazalo se da rapavost ne utie bitno na rezultate prora-
¢una; vrednosti Manningovog koeficijenta n = 0,020 —
0,035 mAs su dale skoro istovetne rezultate, $to se moze
tumaciti time da su kod prelivanja inercijalni uticaji domi-
nantni u odnosu na uticaje trenja. Svi proracuni su
obavljeni sa standardnim k —& modelom turbulencije [7,
11, 12, 13]. Na Slici 6 prikazan je uzduzni profil sracunatih
i izmerenih nivoa. MoZe se konstatovati veoma dobro
slaganje.

168

Vrednost koeficijenta protoka:
c,=—9 (22)

[ @Hs/z

iznosi 0,46 sa izmerenom visinom prelivnog mlaza H , a
0,43 sa sraCunatom visinom H . Razlika je 6,5%. Ovi
rezultati su u saglasnosti sa nekim ranijim proracunima
[10]..
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Model preliva brane Imperial (SAD)

q = 00635 m"/s

—+— linija nivoa - Telemac3D

= kontura preliva

2 hml
z [m]

#® izmerene kote nivoa

. j / \\t B & aunil i
L1} -.-‘/ W_W_H
\x ALY

0.4
10.0 10.2 4 1.6 1.8

110 11.2 11.4 116 118 12.0

rlml
I|mj

Slika 6. Poredenje rezultata proracuna i merenja.

Na Slici 7 dati su rezultati proratuna u krupnijem planu.
MozZe se zapaziti da se pri povrsini strujnice medusobno
priblizavaju, formiraju¢i tanak prelivni sloj. U podnoZju
uzvodnog lica brane strujnice poniru ka dnu, formirajuéi
recirkulaciono sekundarno strujanje. Nizvodno od preliva
uocava se navuceni hidraulicki skok, $to potvrdjuje da je
slapiste ove brane dobro projektovano. Najvece brzine na
brzotoku iznose oko 2 m/s.

Raspored hidrodinamickog pritiska pokazuje da se u gor-
njem delu preliva javlja odstupanje od hidrostatickog
pritiska, od -0,005 do -0,02 Pa, a u podnoZju preliva, ispod
hidraulickog skoka, od +0,005 do +0,03 Pa. Iako se ¢ini da
su dobijene vrednosti realne, one nazalost nisu mogle biti
potvrdene rezultatima laboratorijskih merenja.

6. ZAKLJUCCI

1. Metoda etapnog reSavanja zasnovana na razdvajanju
diferencijalnih operatora, omogucava efikasno reSavanje
Navier-Stokesovih jednacina sa nehidrostatickim raspore-
dom pritiska.

Ova metoda, u kojoj se najpre reSava konvektivno polje
brzine (hiperbolicki problem), zatim difuzija (paraboli¢ni
problem) i na kraju, Poissonova jednacina po pritisku
(elipti¢ni problem), omogucava da se u svakoj etapi
Kkoristi optimalni numericki postupak.

2. Primenom o -transformacije, relativno lako se
realizuje diskretizacija prostornog domena i omogucava
kombino-vanje ravanskog i prostornog modela. Naime,
dubine (kote nivoa), raunaju se reSavanjem jednacine
kontinuiteta sa brzinama osrednjenim po dubini, Sto
omogucava da se neki delovi modela Telemac2D
iskoriste u reSavanju 3D prob-lema.

3. Konceptualni pristup razdvajanja pritiska na hidrosta-
ticku 1 nehidrostatiCku komponentu, daje moguénost
stabilnog proracuna u numericki vrlo zahtevnim slu¢aje-
vima, kao §to je teCenje u vidu tankog prelivnog mlaza.

4. Dobro slaganje rezultata u test primeru potvrdjuje
valjanost metodologije ugradene u sistem Telemac3D i
preporucuje ga za koris¢enje u praksi.
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Slika 6. Rezultati proratuna ustaljenog prelivanja pri protoku g = 0,0635 m%/s;

gornji red: linija nivoa i strujnice; donji red: vektori brzine i raspored hidrodinamickog pritiska.
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NUMERICAL SIMULATION OF 3D SPILLWAY FLOWS

Miodrag JOVANOVIC
University of Belgrade, Serbia
Faculty of Civil Engineering

Summary

This article deals with the numerical solution of the Navier-
Stokes equations, namely calculation of 3D flows over
spillways of arbitrary shape. The theoretical background of
the numerical solution, based on the finite element method
(FEM) which is implemented in the software system
Telemac3D, is presented. Non-hydrostatic Navier-Stokes
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equations are solved by the fractional-step method. Results
of numerical simulation of a laboratory experiment are
presented for illustration purposes.

Key words: Navier-Stokes equations, 3D spillway flow,
finite-element method
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